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Анотацiї

Гречка Я.О. Вплив параметрiв на розв’язки диференцiально-

го рiвняння четвертого порядку. У цiй роботi дослiджується вплив

параметрiв на розв’язки диференцiального рiвняння четвертого порядку.

Отримано аналоги функцiй sin i cos для диференцiального рiвняння че-

твертого порядку з подальшим детальним розглядом їх властивостей. Крiм

того, дослiджується крайова задача з параметрами, яка згодом зводиться

до системи iнтегральних рiвнянь. Шляхом аналiзу цiєї системи iнтеграль-

них рiвнянь для неї отримано необхiднi умови розв’язностi. Для iлюстрацiї

теоретичних результатiв наведено декiлька прикладiв.

Hrechka Ya.O. The influence of parameters on the solutions to

a fourth-order differential equation. In the paper, the influence of pa-

rameters on the solutions to a fourth-order differential equation is studied.

Analogues of the functions sin and cos for the fourth-order differential equa-

tion were obtained, followed by a detailed investigation of their properties.

Furthermore, a boundary-value problem with parameters is studied, which

is subsequently reduced into a system of integral equations. By analysing

this system of integral equations, necessary conditions for its solvability are

obtained. To illustrate the theoretical results, several examples are provided.
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Вступ

Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння II порядку зi

сталими коефiцiєнтами:

y′′ = (iλ)2y, x ∈ R. (0.1)

Тут i далi λ ∈ C.

Загально вiдомо, що розв’язком цього рiвняння є

y(x) = C1 cosλx+ C2
sinλx

λ
, x ∈ R,

а функцiї cosλx i sinλx утворюють фундаментальну систему розв’язкiв

рiвняння (0.1).

Далi розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння III порядку

зi сталими коефiцiєнтами:

y′′′ = (−iλ)3y, x ∈ R. (0.2)

У статтi Золотарьова Володимира Олексiйовича [2] фундаментальну си-

стему розв’язкiв цього рiвняння було подано у спецiальному виглядi так,

щоб функцiї цiєї системи були узагальненнями функцiй sin i cos, якi утво-

рюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння другого порядку (0.1).

У роботi [2] розглянуто таку систему фундаментальних розв’язкiв рiв-

няння (0.2), якi є подiбними до косинусiв i синусiв для рiвняння другого
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порядку:

c(z) =
1

3

3∑
k=1

ezζk, s(z) =
1

3

3∑
k=1

1

ζk
ezζk, d(z) =

1

3

3∑
k=1

1

ζ2k
ezζk,

де z ∈ C, а ζ1, ζ2, ζ3 — коренi рiвняння ζ3 = 1:

ζ1 = 1, ζ2 = −1

2
+

i
√
3

2
, ζ3 = −1

2
− i

√
3

2
,

та одержано для них такi властивостi:

(i)

s′(z) = c(z), d′(z) = s(z), c′(z) = d(z);

(ii)

c(z) = c(z), s(z) = s(z), d(z) = d(z);

(iii)

c(zζ2) = c(z), s(zζ2) = ζ2s(z), d(zζ2) = ζ22d(z);

(iv)

ezζp = c(z) + ζps(z) + ζ2pd(z), (1 ≤ p ≤ 3);

(v)

c(0) = 1, c′(0) = 0, c′′(0) = 0,

s(0) = 0, s′(0) = 1, s′′(0) = 0,

d(0) = 0, d′(0) = 0, d′′(0) = 1;

(vi)

c3(z) + s3(z) + d3(z)− 3c(z)s(z)d(z) = 1;
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(vii)

c(z + w) = c(z)c(w) + s(z)d(w) + d(z)s(w),

s(z + w) = c(z)s(w) + s(z)c(w) + d(z)d(w),

d(z + w) = c(z)d(w) + s(z)s(w) + d(z)c(w);

(viii)

3c2(z) = c(2z) + 2c(−z),

3s2(z) = d(2z) + 2d(−z),

3d2(z) = s(2z) + 2s(−z);

(ix)

s2(z)− d(z)c(z) = d(−z),

d2(z)− s(z)c(z) = s(−z),

c2(z)− s(z)d(z) = c(−z);

(x)

c(z) = 1 +
z3

3!
+

z6

6!
+ · · · ,

s(z) = z +
z4

4!
+

z7

7!
+ · · · ,

d(z) =
z2

2!
+

z5

5!
+

z8

8!
+ · · · .

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi продовжується дослiдження диференцiаль-

них рiвнянь IV порядку, подiбних до (0.1), (0.2), будуються аналоги фун-

кцiй cos, sin, c, s, d та вивчаються їх властивостi. Одержанi результати

застосовуються для вивчення впливу параметрiв на розв’язки задачi Кошi

для цього рiвняння.



Роздiл 1
Дослiдження властивостей аналогiв

функцiй sin та cos для

диференцiального рiвняння IV

порядку
Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими кое-

фiцiєнтами:

y(4) = (iλ)4y. (1.1)

Тут i далi λ ∈ C, x ∈ R. Для його розв’язання складемо характеристичне

рiвняння:

ξ4 = λ4.

Тепер ми маємо два рiвняння: ξ2 = λ2 та ξ2 = −λ2, розв’язками яких є

ξ1 = λ, ξ2 = −λ, ξ3 = iλ, ξ4 = −iλ.

Вiдмiтимо, що усi коренi 1-ої кратностi. Маємо фундаментальну систему

розв’язкiв рiвняння (1.1):

ϕ1 = eλx, ϕ2 = e−λx, ϕ3 = eiλx, ϕ4 = e−iλx.

За теоремою про загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння
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(див. [1, теорема 2.2.16]) одержуємо, що

y(x) =
4∑
1

Ciϕi = C1e
λx + C2e

−λx + C3e
iλx + C4e

−iλx

є загальним розв’язком рiвняння (1.1), де C1, C2, C3, C4 ∈ C - довiльнi сталi.

Далi виризимо наш розв’язок через тригонометричнi функцiї. Для цього

випишемо рiвностi, отриманi за допомогою формули Ейлера:

sinλx =
1

2i

(
eiλx − e−iλx

)
,

sinhλx =
1

2

(
eλx − e−λx

)
,

cosλx =
1

2

(
eiλx + e−iλx

)
,

coshλx =
1

2

(
eλx + e−λx

)
.

Тепер виражаємо фундаментальну систему розв’язкiв у такому виглядi:

eiλx = cosλx+ i sinλx,

e−iλx = cosλx− i sinλx,

eλx = coshλx+ sinhλx,

e−λx = coshλx− sinhλx.

Повернувшись до теореми про загальний розв’язок лiнiйного однорiдного

рiвняння (див. [1, теорема 2.2.16]) одержуємо, що

y(x) = C1(coshλx+ sinhλx) + C2(coshλx− sinhλx)

+ C3(cosλx+ i sinλx) + C4(cosλx− i sinλx)

y(x) = (C1 + C2) coshλx+ (C1 − C2) sinhλx

+ (C3 + C4) cosλx+ i(C3 − C4) sinλx

y(x) = K1 coshλx+K2 sinhλx+K3 cosλx+K4 sinλx
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є загальним розв’язком рiвняння (1.1), де K1, K2, K3, K4 ∈ R - довiльнi

сталi.

Наступна задача полягатиме у розв’язаннi чотирьох задач Кошi до на-

шого лiнiйного однорiдного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами:

s1 s2 s3 s4

y(0) = 1 0 0 0

y′(0) = 0 1 0 0

y′′(0) = 0 0 1 0

y′′′(0) = 0 0 0 1

Маємо:

y(x) = K1 coshλx+K2 sinhλx+K3 cosλx+K4 sinλx,

y′(x) = K1λ sinhλx+K2λ coshλx−K3λ sinλx+K4λ cosλx,

y′′(x) = K1λ
2 coshλx+K2λ

2 sinhλx−K3λ
2 cosλx−K4λ

2 sinλx,

y′′′(x) = K1λ
3 sinhλx+K2λ

3 coshλx+K3λ
3 sinλx−K4λ

3 cosλx.

Задача 1:

1 = K1 +K3,

0 = K2λ+K4λ,

0 = K1λ
2 −K3λ

2,

0 = K2λ
3 −K4λ

3.

Знаходячи звiдси K1, K2, K3, K4, одержуємо S1(x) =
1

2
(coshλx+ cosλx).

Задача 2:

0 = K1 +K3,
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1 = K2λ+K4λ,

0 = K1λ
2 −K3λ

2,

0 = K2λ
3 −K4λ

3.

Знаходячи звiдси K1, K2, K3, K4, одержуємо S2(x) =
1

2λ
(sinhλx+ sinλx).

Задача 3:

0 = K1 +K3,

0 = K2λ+K4λ,

1 = K1λ
2 −K3λ

2,

0 = K2λ
3 −K4λ

3.

Знаходячи звiдси K1, K2, K3, K4, одержуємо S3(x) =
1

2λ2
(coshλx− cosλx)

Задача 4:

0 = K1 +K3,

0 = K2λ+K4λ,

0 = K1λ
2 −K3λ

2,

1 = K2λ
3 −K4λ

3.

Знаходячи звiдси K1, K2, K3, K4, одержуємо S4(x) =
1

2λ3
(sinhλx− sinλx)

Тепер маємо розв’язки всiх чотирьох задач Кошi до нашого лiнiйного

однорiдного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами:

S1(x) =
1

2
(coshλx+ cosλx),

S2(x) =
1

2λ
(sinhλx+ sinλx),
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S3(x) =
1

2λ2
(coshλx− cosλx),

S4(x) =
1

2λ3
(sinhλx− sinλx).

Для зручностi вивчення цих функцiй покладемо λ = 1 i розглянемо цi

функцiї для x ∈ C. Тодi маємо:

s1(x) =
1

2
(coshx+ cosx),

s2(x) =
1

2
(sinhx+ sinx),

s3(x) =
1

2
(coshx− cosx),

s4(x) =
1

2
(sinhx− sinx).

Теорема 1.1. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими властивостi:

coshx = s1(x) + s3(x),

sinhx = s2(x) + s4(x),

cosx = s1(x)− s3(x),

sinx = s2(x)− s4(x).

Доведення.

coshx =
1

2
(coshx+ cosx) +

1

2
(coshx− cosx)

=
1

2
coshx+

1

2
cosx+

1

2
coshx− 1

2
cosx = s1(x) + s3(x),

sinhx =
1

2
(sinhx+ sinx) +

1

2
(sinhx− sinx)

=
1

2
sinhx+

1

2
sinx+

1

2
sinhx− 1

2
sinx = s2(x) + s4(x),

cosx =
1

2
(coshx+ cosx)− 1

2
(coshx− cosx)

=
1

2
coshx+

1

2
cosx− 1

2
coshx+

1

2
cosx = s1(x)− s3(x),



12

sinx =
1

2
(sinhx+ sinx)− 1

2
(sinhx− sinx)

=
1

2
sinhx+

1

2
sinx− 1

2
sinhx+

1

2
sinx = s2(x)− s4(x).

Теорема 1.2. Функцiї s1 та s3 є парними, а s2 та s4 - непарними.

Доведення.

s1(−x) =
1

2
(cosh(−x) + cos(−x)) =

1

2
(coshx+ cosx),

s2(−x) =
1

2
(sinh(−x) + sin(−x)) =

1

2
(− sinhx− sinx)

= −1

2
(sinhx+ sinx),

s3(−x) =
1

2
(cosh(−x)− cos(−x)) =

1

2
(coshx− cosx),

s4(−x) =
1

2
(sinh(−x)− sin(−x)) =

1

2
(− sinhx+ sinx)

= −1

2
(sinhx− sinx).

Теорема 1.3. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими властивостi:

s1(ix) = s1(x),

s2(ix) = is2(x),

s3(ix) = −s3(x),

s4(ix) = −is4(x).

Доведення.

s1(ix) =
1

2
(cosh(ix) + cos(ix)) =

1

2

(
eix + e−ix

2
+

ei
2x + e−i2x

2

)

=
1

2

(
eix + e−ix

2
+

e−x + ex

2

)
,

s2(ix) =
1

2
(sinh(ix) + sin(ix)) =

1

2

(
eix − e−ix

2
+

ei
2x − e−i2x

2i

)
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=
1

2

(
eix − e−ix

2
+

e−x − ex

2i

)
=

1

2

(
eix − e−ix

2
− ex − e−x

2i

)
,

s3(ix) =
1

2
(cosh(ix)− cos(ix)) =

1

2

(
eix + e−ix

2
− e−x + ex

2

)
,

s4(ix) =
1

2
(sinh(ix)− sin(ix)) =

1

2

(
eix − e−ix

2
+

ex − e−x

2i

)
.

Теорема 1.4. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими властивостi:

s1(x) =
∞∑

m=0

x4m

(4m)!
,

s2(x) =
∞∑

m=0

x4m+1

(4m+ 1)!
,

s3(x) =
∞∑

m=0

x4m+2

(4m+ 2)!

s4(x) =
∞∑

m=0

x4m+3

(4m+ 3)!

Доведення.

s1(x) =
1

2
(coshx+ cosx) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m

(2m)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m

(2m)!

)

=
1

2

∞∑
m=0

2x4m

(4m)!
=

∞∑
m=0

x4m

(4m)!
,

s2(x) =
1

2
(sinhx+ sinx) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m+1

(2m+ 1)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m+1

(2m+ 1)!

)

=
1

2

∞∑
m=0

2x4m+1

(4m+ 1)!
=

∞∑
m=0

x4m+1

(4m+ 1)!
,

s3(x) =
1

2
(coshx− cosx) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m+2

(2m+ 2)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m+2

(2m+ 2)!

)

=
1

2

∞∑
m=0

2x4m+2

(4m+ 2)!
=

∞∑
m=0

x4m+2

(4m+ 2)!
,

s4(x) =
1

2
(sinhx− sinx) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m+3

(2m+ 3)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m+3

(2m+ 3)!

)
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=
1

2

∞∑
m=0

2x4m+3

(4m+ 3)!
=

∞∑
m=0

x4m+3

(4m+ 3)!
.

Теорема 1.5. Для похiдних функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими вла-

стивостi:

s′1(x) = s4(x),

s′2(x) = s1(x),

s′3(x) = s2(x),

s′4(x) = s3(x).

Доведення.

s′1(x) =

(
1

2
(coshx+ cosx)

)′
=

1

2
(sinhx− sinx),

s′2(x) =

(
1

2
(sinhx+ sinx)

)′
=

1

2
(coshx+ cosx),

s′3(x) =

(
1

2
(coshx− cosx)

)′
=

1

2
(sinhx+ sinx),

s′4(x) =

(
1

2
(sinhx− sinx)

)′
=

1

2
(coshx− cosx).

Теорема 1.6. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими властивостi:

s1(x+ y) = s1(x)s1(y) + s3(x)s3(y) + s2(x)s4(y) + s4(x)s2(y),

s2(x+ y) = s2(x)s1(y) + s4(x)s3(y) + s1(x)s2(y) + s3(x)s4(y),

s3(x+ y) = s1(x)s3(y) + s3(x)s1(y) + s2(x)s2(y) + s4(x)s4(y),

s4(x+ y) = s2(x)s3(y) + s4(x)s1(y) + s1(x)s4(y) + s3(x)s2(y).

Доведення.

s1(x+ y) =
1

2
(coshx cosh y + sinhx sinh y + cosx cos y − sinx sin y)
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=
1

2
((s1(x) + s3(x))(s1(y) + s3(y)) + (s2(x) + s4(x))(s2(y) + s4(y))

+ (s1(x)− s3(x))(s1(y)− s3(y))− (s2(x)− s4(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s1(x)s1(y) + s1(x)s3(y)− s1(x)s3(y) + s3(x)s1(y)− s3(x)s1(y)

+ 2s3(x)s3(y) + s2(x)s2(y)− s2(x)s2(y) + 2s2(x)s4(y) + 2s4(x)s2(y)

+ s4(x)s4(y)− s4(x)s4(y)) = s1(x)s1(y) + s3(x)s3(y) + s2(x)s4(y)

+ s4(x)s2(y),

s2(x+ y) =
1

2
(sinhx cosh y + coshx sinh y + sinx cos y + cosx sin y)

=
1

2
((s2(x) + s4(x))(s1(y) + s3(y)) + (s1(x) + s3(x))(s2(y) + s4(y))

+ (s2(x)− s4(x))(s1(y)− s3(y)) + (s1(x)− s3(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s2(x)s1(y) + 2s4(x)s3(y) + 2s1(x)s2(y) + 2s3(x)s4(y))

= s2(x)s1(y) + s4(x)s3(y) + s1(x)s2(y) + s3(x)s4(y),

s3(x+ y) =
1

2
(coshx cosh y + sinhx sinh y − cosx cos y + sinx sin y)

=
1

2
((s1(x) + s3(x))(s1(y) + s3(y)) + (s2(x) + s4(x))(s2(y) + s4(y))

− (s1(x)− s3(x))(s1(y)− s3(y)) + (s2(x)− s4(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s1(x)s3(y) + 2s3(x)s1(y) + 2s2(x)s2(y) + 2s4(x)s4(y))

= s1(x)s3(y) + s3(x)s1(y) + s2(x)s2(y) + s4(x)s4(y),

s4(x+ y) =
1

2
(sinhx cosh y + coshx sinh y − sinx cos y − cosx sin y)

=
1

2
((s2(x) + s4(x))(s1(y) + s3(y)) + (s1(x) + s3(x))(s2(y) + s4(y))

− (s2(x)− s4(x))(s1(y)− s3(y))− (s1(x)− s3(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s2(x)s3(y) + 2s4(x)s1(y) + 2s1(x)s4(y) + 2s3(x)s2(y))

= s2(x)s3(y) + s4(x)s1(y) + s1(x)s4(y) + s3(x)s2(y).
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Теорема 1.7. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими властивостi:

4∑
k=1

s2k(x)− 2
2∑

k=1

sksk+2 = 1.

Доведення.

cos2 x+ sin2 x = 1,

(s1(x)− s3(x))
2 + (s2(x)− s4(x))

2 = 1,

s21(x)− 2s1(x)s3(x) + s23(x) + s22(x)− 2s2(x)s4(x) + s24(x) = 1,

4∑
k=1

s2k(x)− 2
2∑

k=1

sksk+2 = 1.

Теорема 1.8. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими властивостi:

3∑
k=0

(−1)ks2k+1(x) + 2
1∑

k=0

(−1)ksk+1sk+3 = 1.

Доведення.

cosh2 x− sinh2 x = 1,

(s1(x) + s3(x))
2 − (s2(x) + s4(x))

2 = 1,

s21(x) + 2s1(x)s3(x) + s23(x)− s22(x)− 2s2(x)s4(x)− s24(x) = 1,

3∑
k=0

(−1)ks2k+1(x) + 2
1∑

k=0

(−1)ksk+1sk+3 = 1.

У подальшому отриманi властивостi функцiй s1, s2, s3, s4 нададуть бiль-

ше можливостей для дослiдження впливу параметрiв на розв’язки дифе-

ренцiального рiвняння IV порядку.



Роздiл 2
Дослiдження неоднорiдного

диференцiального рiвняння IV

порядку
Маємо лiнiйне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами з правою частиною

спецiального виду

y(4) = (iλ)4y + f(λ, t), t ∈ (0, T ), (2.1)

y(0, λ) = y00(λ),

y′(0, λ) = y10(λ),

y′′(0, λ) = y20(λ),

y′′′(0, λ) = y30(λ),

(2.2)

де y00 ∈ C(C), y10 ∈ C(C), y20 ∈ C(C), y30 ∈ C(C), f(λ, t) = −
√

2

π
iλu2(t) −√

2

π
(iλ)3u0(t), t ∈ (0, T ), u0 ∈ L2(0, T ), u2 ∈ L2(0, T ), λ ∈ C.

Задача Кошi (2.1), (2.2) мiстить два параметри: u0 та u2.

У цьому роздiлi ми розглядаємо таку задачу:

Задача 2.1. Нехай задано y0T ∈ C(C), y1T ∈ C(C), y2T ∈ C(C), y3T ∈ C(C).

Знайти u0 ∈ L2(0, T ) i u2 ∈ L2(0, T ) так, щоб було виконано наступну

17
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умову: 

y(T, λ) = y0T (λ),

y′(T, λ) = y1T (λ),

y′′(T, λ) = y2T (λ),

y′′′(T, λ) = y3T (λ),

(2.3)

Для знаходження параметрiв u0 ∈ L2(0, T ) та u2 ∈ L2(0, T ) ми одер-

жуємо систему iнтегральних рiвнянь, необхiднi умови її розв’язностi та

iлюструємо результати прикладами.

Загальним розв’язком лiнiйного диференцiального рiвняння є розв’язок

лiнiйного однорiдного рiвняння i одного частинного розв’язку неоднорiдно-

го рiвняння.

Повернемось до нашого лiнiйного однорiдного рiвняння зi сталими кое-

фiцiєнтами:

y(4) = (iλ)4y. (2.4)

Функцiї s1(λt),
s2(λt)

λ
,
s3(λt)

λ2
,
s4(λt)

λ3
утворюють фундаментальну систе-

му розв’язкiв рiвняння (2.4) згiдно з дослiдженнями, викладеними у роздiлi

1. Запишемо задачу в матричному виглядi:

Y (t, λ) =


y(t, λ)

y′(t, λ)

y′′(t, λ)

y′′′(t, λ)

 =


Y 0(t, λ)

Y 1(t, λ)

Y 2(t, λ)

Y 3(t, λ)

 .
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Випишемо похiдну:

Ẏ (t, λ) =


Ẏ 0(t, λ)

Ẏ 1(t, λ)

Ẏ 2(t, λ)

Ẏ 3(t, λ)

 =


Y 1(t, λ)

Y 2(t, λ)

Y 3(t, λ)

λ4Y 0(t, λ)

+


0

0

0

f(t, λ)

 .

А також

Ẏ (t, λ) =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

λ4 0 0 0

Y (t, λ) + F (t, λ).

Отже, отримано систему: Ẏ = AY + F,

Y (0) = Y 0,

де

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

λ4 0 0 0

 , F =


0

0

0

f

 , Y 0 =


y00

y10

y20

y30

 , Y T =


y0T

y1T

y2T

y3T

 .

Далi розглянемо наступну однорiдну систему:Ẏ = AY,

Y (0) = Y 0.

Записуємо фундаментальну матрицю розв’язкiв, де, починаючи з друго-
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го, елементи рядка є похiдними вiдповiдних елементiв попереднього рядка:

Φ(t) =



s1(λt)
s2(λt)

λ

s3(λt)

λ2

s4(λt)

λ3

λs4(λt) s1(λt)
s2(λt)

λ

s3(λt)

λ2

λ2s3(λt) λs4(λt) s1(λt)
s2(λt)

λ

λ3s2(λt) λ2s3(λt) λs4(λt) s1(λt)


. (2.5)

Розглянемо значення функцiй s1(λt), s2(λt), s3(λt), s4(λt) в нулi. Завдя-

ки побудовi функцiй, маємо:

s1(0) = 1, s2(0) = 0, s3(0) = 0, s4(0) = 0.

Враховуючи це,

Φ(0) = I,

Φ(t) = etA,

Φ−1(t) = e−tA.

За наслiдком з теореми про фундаментальнiсть матричної експоненти

(див. [1, наслiдок 2.4.45]), загальний розв’язок має вигляд:

Y (t, λ) = etAY 0 +

t∫
0

Φ(t)Φ−1(ξ)F (ξ, λ)dξ,

Φ(t)Φ−1(ξ) = e(t−ξ)A,

Y (t, λ) = etAY 0 +

t∫
0

e(t−ξ)AF (ξ, λ)dξ.
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Умова (2.3) еквiвалентна умовi Y (T, λ) = Y T , тому при t = T маємо:

e−TAY T − Y 0 =

T∫
0

e−ξAF (ξ, ·)dξ.

Далi пiдрахуємо необхiднi вирази:

etAY 0 =



s1(λt)
s2(λt)

λ

s3(λt)

λ2

s4(λt)

λ3

λs4(λt) s1(λt)
s2(λt)

λ

s3(λt)

λ2

λ2s3(λt) λs4(λt) s1(λt)
s2(λt)

λ

λ3s2(λt) λ2s3(λt) λs4(λt) s1(λt)




y00

y10

y20

y30



=



s1(λt)y
0
0 +

s2(λt)

λ
y10 +

s3(λt)

λ2
y20 +

s4(λt)

λ3
y30

λs4(λt)y
0
0 + s1(λt)y

1
0 +

s2(λt)

λ
y20 +

s3(λt)

λ2
y30

λ2s3(λt)y
0
0 + λs4(λt)y

1
0 + s1(λt)y

2
0 +

s2(λt)

λ
y30

λ3s2(λt)y
0
0 + λ2s3(λt)y

1
0 + λs4(λt)y

2
0 + s1(λt)y

3
0


,

а також

e(t−ξ)AF (ξ, λ) =

=



s1(λ(t− ξ))
s2(λ(t− ξ))

λ

s3(λ(t− ξ))

λ2

s4(λ(t− ξ))

λ3

λs4(λ(t− ξ)) s1(λ(t− ξ))
s2(λ(t− ξ))

λ

s3(λ(t− ξ))

λ2

λ2s3(λ(t− ξ)) λs4(λ(t− ξ)) s1(λ(t− ξ))
s2(λ(t− ξ))

λ

λ3s2(λ(t− ξ)) λ2s3(λ(t− ξ)) λs4(λ(t− ξ)) s1(λ(t− ξ))




0

0

0

f(ξ, λ)
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=



s4(λ(t− ξ))

λ3
f(ξ, λ)

s3(λ(t− ξ))

λ2
f(ξ, λ)

s2(λ(t− ξ))

λ
f(ξ, λ)

s1(λ(t− ξ))f(ξ, λ)


.

Маємо:

e−ξAF (ξ, λ) =



s4(λ(−ξ))

λ3
f(ξ, λ)

s3(λ(−ξ))

λ2
f(ξ, λ)

s2(λ(−ξ))

λ
f(ξ, λ)

s1(λ(−ξ))f(ξ, λ)


=



−s4(λξ)

λ3
f(ξ, λ)

s3(λξ)

λ2
f(ξ, λ)

−s2(λξ)

λ
f(ξ, λ)

s1(λξ)f(ξ, λ)


.

Позначимо

W = e−TAY T − Y 0, W =


W4

W3

W2

W1

 .

Маємо: 

W4(λ) = −
∫ T

0

s4(λξ)

λ3
f(ξ, λ),

W3(λ) =

∫ T

0

s3(λξ)

λ2
f(ξ, λ),

W2(λ) = −
∫ T

0

s2(λξ)

λ
f(ξ, λ),

W1(λ) =

∫ T

0

s1(λξ)f(ξ, λ).

(2.6)

Пiдбиваючи пiдсумки, одержуємо таку теорему:
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Теорема 2.2. Задача (2.1)–(2.3) є розв’язною тодi i лише тодi, коли

розв’язною є система iнтегральних рiвнянь (2.6).

Далi розглянемо необхiднi умови розв’язностi системи iнтегральних рiв-

нянь (2.6).

Теорема 2.3. Нехай u2 = 0. Якщо iснує u0 ∈ L2(0, T ), яке задовольняє

(2.6), то W1, W2, W3, W4 задовiльняють наступнi умови

W2(iλ)

λ2
−W4(iλ) = i

(
W4(λ)−

W2(λ)

λ2

)
,

i

(
W3(iλ)−

W1(iλ)

λ2

)
= W3(λ)−

W1(λ)

λ2
.

Доведення.

(i)

W4(λ) = − i

2

√
2

π

∫ T

0

(sinh(λξ)− sin(λξ))u0(ξ) dξ,

(ii)
W2(λ)

(iλ)2
=

i

2

√
2

π

∫ T

0

(sinh(λξ) + sin(λξ))u0(ξ) dξ,

(i+ii)

i

√
2

π

∫ T

0

sin(λξ))u0(ξ) dξ = W4(λ) +
W2(λ)

(iλ)2
,

(i-ii)

i

√
2

π

∫ T

0

sinh(λξ))u0(ξ) dξ =
W2(λ)

(iλ)2
−W4(λ),

також для λ := iλ маємо

i

√
2

π

∫ T

0

i sin(λξ))u0(ξ) dξ =
W2(iλ)

(−λ)2
−W4(iλ).
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Отже,
W2(iλ)

λ2
−W4(iλ) = i

(
W4(λ)−

W2(λ)

λ2

)
.

Далi розглянемо

(iii)

W3(λ) =
iλ

2

√
2

π

∫ T

0

(cosh(λξ)− cos(λξ))u0(ξ) dξ,

(iv)
W1(λ)

(iλ)2
= −iλ

2

√
2

π

∫ T

0

(cosh(λξ) + cos(λξ))u0(ξ) dξ,

(iii+iv)

−iλ

√
2

π

∫ T

0

cos(λξ))u0(ξ) dξ = W3(λ) +
W1(λ)

(iλ)2
,

(iii-iv)

iλ

√
2

π

∫ T

0

cosh(λξ))u0(ξ) dξ = W3(λ)−
W1(λ)

(iλ)2
,

також для λ := iλ маємо

−λ

√
2

π

∫ T

0

cos(λξ))u0(ξ) dξ = W3(iλ)−
W1(iλ)

(−λ)2
.

Отже,

i

(
W3(iλ)−

W1(iλ)

λ2

)
= W3(λ)−

W1(λ)

λ2
.

Отримано необхiднi умови, при яких (2.6) має розв’язок.

Розглянемо тепер приклади, якi iлюструють теорему 2.3. Перейдемо до

пiдрахування прикладiв з конкретними u0 та u2.

Приклад 2.4. Нехай u0 = 1, u2 = 0. Обчислимо W1, W2, W3, W4 i перевi-
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римо необхiднi умови з теореми 2.3.

Порахуємо допомiжнi iнтеграли, що стануть у нагодi у подальших роз-

рахунках:

∫ T

0

sin(λ(−ξ)) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 = −
∫ T

0

sinu

λ
du

=
cosu

λ

∣∣∣T
0
=

cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

=
cosλT

λ
− 1

λ
, (2.7)

∫ T

0

sinh(λ(−ξ)) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 = −
∫ T

0

sinhu

λ
du

= −coshu

λ

∣∣∣∣T
0

= −coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

= −coshλT

λ
+

1

λ
, (2.8)

∫ T

0

cos(λ(−ξ)) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 =

∫ T

0

cosu

λ
du

=
sinu

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinλT

λ
, (2.9)

∫ T

0

cosh(λ(−ξ)) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 =

∫ T

0

coshu

λ
du

=
sinhu

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinhλT

λ
. (2.10)

Перейдемо до пiдрахування основних iнтегралiв.

f(λ, ξ) = −
√

2

π
(iλ)3,

W4(λ) =

∫ T

0

1

λ3
s4(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

i

2

√
2

π
(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

=
i

2

√
2

π

∫ T

0

(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ
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=
i

2

√
2

π

(∫ T

0

sinh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

sin(λ(−ξ)) dξ

)

=

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 =
i

2

√
2

π

(
−
∫ T

0

sinhu

λ
du+

∫ T

0

sinu

λ
du

)

=
i

2

√
2

π

(
1

λ
− coshλT

λ
− cosλT

λ
+

1

λ

)
=

i

2λ

√
2

π
(2− coshλT − cosλT ) ,

W3(λ) =

∫ T

0

1

λ2
s3(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ

2

√
2

π
(cosh(λ(−ξ))− cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ

2

√
2

π

(∫ T

0

cosh(λ(−ξ)) dξ

∫ T

0

cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

iλ

2

√
2

π

(
sinhλT

λ
− sinλT

λ

)
=

i

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) ,

W2(λ) =

∫ T

0

1

λ
s2(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ2

2

√
2

π
(sinh(λ(−ξ)) + sin(λ(−ξ))) dξ

=
iλ2

2

√
2

π

(∫ T

0

sinh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

sin(λ(−ξ)) dξ

)
=

iλ2

2

√
2

π

(
1

λ
− coshλT

λ
+

cosλT

λ
− 1

λ

)
=

iλ

2

√
2

π
(cosλT − coshλT ) ,

W1(λ) =

∫ T

0

s1(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ3

2

√
2

π
(cosh(λ(−ξ)) + cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ3

2

√
2

π

(∫ T

0

cosh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

iλ3

2

√
2

π

(
sinhλT

λ
+

sinλT

λ

)
=

iλ2

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) .
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Отже, при u0 = 1, u2 = 0

W4(λ) =
i

2λ

√
2

π
(2− coshλT − cosλT ) ,

W3(λ) =
i

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) ,

W2(λ) =
iλ

2

√
2

π
(cosλT − coshλT ) ,

W1(λ) =
iλ2

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) .

Тепер перевiримо, чи виконуються необхiднi умови. Порахуємо спочатку

W2(iλ) та W4(iλ):

W2(iλ) =

∫ T

0

− 1

2iλ

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(sinh iλξ + sin iλξ)dξ

= −λ2

2

√
2

π

∫ T

0

(sinλξ + sinhλξ)dξ =
λ

2

√
2

π
(cosλT − coshλT ),

W4(iλ) =

∫ T

0

− 1

2(iλ)3

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(sinh iλξ − sin iλξ)dξ

=
1

2

√
2

π

∫ T

0

(sinλξ − sinhλξ)dξ =
1

2λ

√
2

π
(2− cosλT − coshλT ).

Пiдставляємо:

W2(iλ)

λ2
−W4(iλ) = i

(
W4(λ)−

W2(λ)

λ2

)
,

1

2λ

√
2

π
(cosλT − coshλT − 2 + cosλT + coshλT )

= i

(
i

2λ

√
2

π
(2− coshλT − cosλT − cosλT + coshλT )

)
,

1

λ

√
2

π
(cosλT − 1) = −1

λ

√
2

π
(1− cosλT ).
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Порахуємо W1(iλ) та W3(iλ):

W1(iλ) =

∫ T

0

1

2

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(cosh iλξ + cos iλξ)dξ

=
λ3

2

√
2

π

∫ T

0

(cosλξ + coshλξ)dξ =
λ2

2

√
2

π
(sinλT + sinhλT ),

W3(iλ) =

∫ T

0

1

2(iλ)2

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(cosh iλξ − cos iλξ)dξ

= −λ

2

√
2

π

∫ T

0

(cosλξ − coshλξ)dξ =
1

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ).

Пiдставляємо:

i

(
W3(iλ)−

W1(iλ)

λ2

)
= W3(λ)−

W1(λ)

λ2
,

i

(
1

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT − sinλT − sinhλT )

)

=
i

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT − sinhλT − sinλT ) .

Обидвi фiнальнi рiвностi виконуються, отже, необхiднi умови виконанi.

Приклад 2.5. Нехай u0 = 0, u2 = 1. Обчислимо W1, W2, W3, W4. Маємо:

f(λ, ξ) = −
√

2

π
iλ,

W4(λ) =

∫ T

0

1

λ3
s4(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

− i

2λ2

√
2

π
(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

= − i

2λ2

√
2

π

(∫ T

0

sinh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

sin(λ(−ξ)) dξ

)
= − i

2λ2

√
2

π

(
1

λ
− coshλT

λ
− cosλT

λ
+

1

λ

)
= − i

2λ3

√
2

π
(2− coshλT − cosλT ) ,
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W3(λ) =

∫ T

0

1

λ2
s3(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

− i

2λ

√
2

π
(cosh(λ(−ξ))− cos(λ(−ξ))) dξ

= − i

2λ

√
2

π

(∫ T

0

cosh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

cos(λ(−ξ)) dξ

)
= − i

2λ

√
2

π

(
sinhλT

λ
− sinλT

λ

)
= − i

2λ2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) ,

W2(λ) =

∫ T

0

1

λ
s2(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

− i

2

√
2

π
(sinh(λ(−ξ)) + sin(λ(−ξ))) dξ

= − i

2

√
2

π

(∫ T

0

sinh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

sin(λ(−ξ)) dξ

)
= − i

2

√
2

π

(
1

λ
− coshλT

λ
+

cosλT

λ
− 1

λ

)
= − i

2λ

√
2

π
(cosλT − coshλT ) ,

W1(λ) =

∫ T

0

s1(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

−iλ

2

√
2

π
(cosh(λ(−ξ)) + cos(λ(−ξ))) dξ

= −iλ

2

√
2

π

(∫ T

0

cosh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

cos(λ(−ξ)) dξ

)
= −iλ

2

√
2

π

(
sinhλT

λ
+

sinλT

λ

)
= − i

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) .

Отже, при u0 = 0, u2 = 1

W4(λ) = − i

2λ3

√
2

π
(2− coshλT − cosλT ) ,

W3(λ) = − i

2λ2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) ,

W2(λ) = − i

2λ

√
2

π
(cosλT − coshλT ) ,
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W1(λ) = − i

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) .

Приклад 2.6. Покладемо u0 = ξ, u2 = 0. Знайдемо W1, W2, W3, W4 i

перевiримо необхiднi умови з теореми 2.3.

Порахуємо допомiжнi iнтеграли, що стануть у нагодi у подальших роз-

рахунках:

∫ T

0

ξ sinh(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ, dv = sinhλξdξ

du = dξ v =
coshλξ

λ


= − ξ coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

coshλξ

λ
dξ

= − ξ coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
sinhλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

=
sinhλT

λ2
− T coshλT

λ
, (2.11)

∫ T

0

ξ sin(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ, dv = sinλξdξ

du = dξ v = −cosλξ

λ


=

ξ cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

cosλξ

λ
dξ

=
ξ cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− sinλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

=
T cosλT

λ
− sinλT

λ2
, (2.12)

∫ T

0

ξ cosh(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ, dv = coshλξdξ

du = dξ v =
sinhλξ

λ


=

ξ sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

sinhλξ

λ
dξ

=
ξ sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− coshλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

=
T sinhλT

λ
− coshλT

λ2
+

1

λ2
, (2.13)

∫ T

0

ξ cos(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ, dv = cosλξdξ

du = dξ v =
sinλξ

λ


=

ξ sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

sinλξ

λ
dξ (2.14)
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=
ξ sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
cosλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

=
T sinλT

λ
+

cosλT

λ2
− 1

λ2
. (2.15)

Перейдемо до пiдрахування основних iнтегралiв:

f(λ, ξ) = −
√

2

π
(iλ)3ξ,

W4(λ) =

∫ T

0

1

λ3
s4(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

i

2

√
2

π
ξ(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

=
i

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

=
i

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ sinh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

ξ sin(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ2

√
2

π
(sinhλT − Tλ coshλT − Tλ cosλT + sinλT ) ,

W3(λ) =

∫ T

0

1

λ2
s3(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ

2

√
2

π
ξ(cosh(λ(−ξ))− cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ cosh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

ξ cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT − cosλT − Tλ sinλT + 2) ,

W2(λ) =

∫ T

0

1

λ
s2(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ2

2

√
2

π
ξ(sinh(λ(−ξ)) + sin(λ(−ξ))) dξ

=
iλ2

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ sinh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

ξ sin(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2

√
2

π
(sinhλT − Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinλT ) ,

W1(λ) =

∫ T

0

s1(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ
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=

∫ T

0

iλ3

2

√
2

π
ξ(cosh(λ(−ξ)) + cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ3

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ cosh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

ξ cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

iλ

2

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT + cosλT + Tλ sinλT ) .

Отже, при u0 = ξ, u2 = 0

W4(λ) =
i

2λ2

√
2

π
(sinhλT − Tλ coshλT − Tλ cosλT + sinλT ) ,

W3(λ) =
i

2λ

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT − cosλT − Tλ sinλT + 2) ,

W2(λ) =
i

2

√
2

π
(sinhλT − Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinλT ) ,

W1(λ) =
iλ

2

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT + cosλT + Tλ sinλT ) .

Тепер перевiримо, чи виконуються необхiднi умови. Порахуємо спочатку

W2(iλ) та W4(iλ):

W2(iλ) = −λ2

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(sinλξ + sinhλξ)dξ

= −1

2

√
2

π
(Tλ coshλT − Tλ cosλT − sinhλT + sinλT ),

W4(iλ) =
1

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(sinλξ − sinhλξ)dξ

=
1

2λ2

√
2

π
(sinλT − Tλ coshλT − Tλ cosλT + sinhλT ).

Пiдставляємо:

W2(iλ)

λ2
−W4(iλ) = i

(
W4(λ)−

W2(λ)

λ2

)
,

1

λ2

√
2

π
(Tλ cosλT − sinλT ) = i

(
i

λ2

√
2

π
(sinλT − Tλ cosλT )

)
.
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Порахуємо W1(iλ) та W3(iλ):

W1(iλ) =
λ3

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(cosλξ + coshλξ)dξ

=
λ

2

√
2

π
(Tλ sinλT + cosλT + Tλ sinhλT − coshλT ),

W3(iλ) = −λ

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(cosλξ − coshλξ)dξ

=
1

2λ

√
2

π
(2− Tλ sinλT − cosλT + Tλ sinhλT − coshλT ).

Пiдставляємо:

i

(
W3(iλ)−

W1(iλ)

λ2

)
= W3(λ)−

W1(λ)

λ2
,

i

(
1

λ

√
2

π
(2− cosλT − Tλ sinλT )

)

=
i

λ

√
2

π
(2− cosλT − Tλ sinλT ).

Обидвi фiнальнi рiвностi виконуються, отже, необхiднi умови виконанi.

Приклад 2.7. Нехай u0 = 0, u2 = ξ. Обчислимо W1, W2, W3, W4. Маємо:

W4(λ) = − i

2λ4

√
2

π
(sinhλT − Tλ coshλT − Tλ cosλT + sinλT ) ,

W3(λ) = − i

2λ3

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT − cosλT − Tλ sinλT + 2) ,

W2(λ) = − i

2λ2

√
2

π
(sinhλT − Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinλT ) ,

W1(λ) = − i

2λ

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT + cosλT + Tλ sinλT ) .

Приклад 2.8. Далi розглянемо u0 = ξ2, u2 = 0. Знайдемо W1, W2, W3,

W4 i перевiримо необхiднi умови з теореми 2.3. В подальшому будемо роз-

глядати лише при u2 = 0, так як це не впливає суттєво на результат, маємо
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лише змiни в множнику у − 1

λ2
разiв.

Рахуємо допомiжнi iнтеграли:

∫ T

0

ξ2 sinh(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ2, dv = sinhλξdξ

du = 2ξdξ v =
coshλξ

λ


= − ξ2 coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

2ξ coshλξ

λ
dξ =

 u = ξ, dv = coshλξdξ

du = dξ v =
sinhλξ

λ


= − ξ2 coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
2ξ sinhλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

− 2

λ

∫ T

0

sinhλξ

λ
dξ = − ξ2 coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
2ξ sinhλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

− 2 coshλξ

λ3

∣∣∣∣T
0

= −T 2 coshλT

λ
+

2T sinhλT

λ2
− 2 coshλT

λ3
+

2

λ3
, (2.16)

∫ T

0

ξ2 sin(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ2, dv = sinλξdξ

du = 2ξdξ v = −cosλξ

λ


=

ξ2 cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

2ξ cosλξ

λ
dξ =

 u = ξ, dv = cosλξdξ

du = dξ v =
sinλξ

λ


=

ξ2 cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− 2ξ sinλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

+
2

λ

∫ T

0

sinλξ

λ
dξ =

ξ2 cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− 2ξ sinλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

− 2 cosλξ

λ3

∣∣∣∣T
0

=
T 2 cosλT

λ
− 2T sinλT

λ2
− 2 cosλT

λ3
+

2

λ3
, (2.17)

∫ T

0

ξ2 cosh(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ2, dv = coshλξdξ

du = 2ξdξ v =
sinhλξ

λ


=

ξ2 sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

2ξ sinhλξ

λ
dξ =

 u = ξ, dv = sinhλξdξ

du = dξ v =
coshλξ

λ
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=
ξ2 sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− 2ξ coshλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

+
2

λ

∫ T

0

coshλξ

λ
dξ =

ξ2 sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− 2ξ coshλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

+
2 sinhλξ

λ3

∣∣∣∣T
0

=
T 2 sinhλT

λ
− 2T coshλT

λ2
+

2 sinhλT

λ3
, (2.18)

∫ T

0

ξ2 cos(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ2, dv = cosλξdξ

du = 2ξdξ v =
sinλξ

λ


=

ξ2 sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

2ξ sinλξ

λ
dξ =

 u = ξ, dv = sinλξdξ

du = dξ v = −cosλξ

λ


=

ξ2 sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
2ξ cosλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

− 2

λ

∫ T

0

cosλξ

λ
dξ =

ξ2 sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
2ξ cosλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

− 2 sinλξ

λ3

∣∣∣∣T
0

=
T 2 sinλT

λ
+

2T cosλT

λ2
− 2 sinλT

λ3
. (2.19)

Перейдемо до пiдрахування основних iнтегралiв:

W4(λ) =

∫ T

0

1

λ3
s4(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

i

2

√
2

π
ξ2(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

=
i

2

√
2

π

∫ T

0

ξ2(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

=
i

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ2 sinh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

ξ2 sin(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ3

√
2

π
(−T 2λ2 coshλT + 2Tλ sinhλT − 2 coshλT

− T 2λ2 cosλT + 2Tλ sinλT + 2 cosλT ),

W3(λ) =

∫ T

0

1

λ2
s3(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ
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=

∫ T

0

iλ

2

√
2

π
ξ2(cosh(λ(−ξ))− cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ2 cosh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

ξ2 cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ2

√
2

π
(T 2λ2 sinhλT − 2Tλ coshλT + 2 sinhλT

− T 2λ2 sinλT − 2Tλ cosλT + 2 sinλT ),

W2(λ) =

∫ T

0

1

λ
s2(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ2

2

√
2

π
ξ2(sinh(λ(−ξ)) + sin(λ(−ξ))) dξ

=
iλ2

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ2 sinh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

ξ2 sin(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ

√
2

π
(−T 2λ2 coshλT + 2Tλ sinhλT − 2 coshλT

+ T 2λ2 cosλT − 2Tλ sinλT − 2 cosλT + 4),

W1(λ) =

∫ T

0

s1(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ3

2

√
2

π
ξ2(cosh(λ(−ξ)) + cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ3

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ2 cosh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

ξ2 cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2

√
2

π
(T 2λ2 sinhλT − 2Tλ coshλT + 2 sinhλT

+ T 2λ2 sinλT + 2Tλ cosλT − 2 sinλT ).

Отже, для u0 = ξ2, u2 = 0 маємо

W4(λ) =
i

2λ3

√
2

π
(−T 2λ2 coshλT + 2Tλ sinhλT − 2 coshλT

− T 2λ2 cosλT + 2Tλ sinλT + 2 cosλT ),

W3(λ) =
i

2λ2

√
2

π
(T 2λ2 sinhλT − 2Tλ coshλT + 2 sinhλT



37

− T 2λ2 sinλT − 2Tλ cosλT + 2 sinλT ),

W2(λ) =
i

2λ

√
2

π
(−T 2λ2 coshλT + 2Tλ sinhλT − 2 coshλT

+ T 2λ2 cosλT − 2Tλ sinλT − 2 cosλT + 4)),

W1(λ) =
i

2

√
2

π
(T 2λ2 sinhλT − 2Tλ coshλT + 2 sinhλT

+ T 2λ2 sinλT + 2Tλ cosλT − 2 sinλT ).

Тепер перевiримо, чи виконуються необхiднi умови. Порахуємо спочатку

W2(iλ) та W4(iλ):

W2(iλ) = −λ2

2

√
2

π

∫ T

0

ξ2(sinλξ + sinhλξ)dξ

=
1

2λ

√
2

π
(T 2λ2 cosλT − 2Tλ sinλT − 2 cosλT

− T 2λ2 coshλT + 2Tλ sinhλT − 2 coshλT + 4),

W4(iλ) =
1

2

√
2

π

∫ T

0

ξ2(sinλξ − sinhλξ)dξ

=
1

2λ3

√
2

π
(−T 2λ2 cosλT + 2Tλ sinλT + 2 cosλT

− T 2λ2 coshλT + 2Tλ sinhλT − 2 coshλT ).

Пiдставляємо:

W2(iλ)

λ2
−W4(iλ) = i

(
W4(λ)−

W2(λ)

λ2

)
,

1

λ3

√
2

π
(T 2λ2 cosλT − 2Tλ sinλT − 2 cosλT + 4)

= i

(
i

λ3

√
2

π
(−T 2λ2 cosλT + 2 cosλT + 2Tλ sinλT − 4)

)
.
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Порахуємо W1(iλ) та W3(iλ):

W1(iλ) =
λ3

2

√
2

π

∫ T

0

ξ2(cosλξ + coshλξ)dξ

=
1

2

√
2

π
(T 2λ2 sinλT + 2Tλ cosλT − 2 sinλT + T 2λ2 sinhλT

− 2Tλ coshλT + 2 sinhλT ),

W3(iλ) = −λ

2

√
2

π

∫ T

0

ξ2(cosλξ − coshλξ)dξ

=
1

2λ2

√
2

π
(−T 2λ2 sinλT − 2Tλ cosλT + 2 sinλT + T 2λ2 sinhλT

− 2Tλ coshλT + 2 sinhλT ).

Пiдставляємо:

i

(
W3(iλ)−

W1(iλ)

λ2

)
= W3(λ)−

W1(λ)

λ2
,

i

(
1

λ2

√
2

π
(−T 2λ2 sinλT − 2Tλ cosλT + 2 sinλT )

)

=
i

λ2

√
2

π
(−T 2λ2 sinλT − 2Tλ cosλT + 2 sinλT ).

Обидвi фiнальнi рiвностi виконуються, отже, необхiднi умови виконанi.

Приклад 2.9. Далi розглянемо u0 = ξ3, u2 = 0. Знайдемо W1, W2, W3,

W4.

Рахуємо допомiжнi iнтеграли:

∫ T

0

ξ3 sinh(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ3, dv = sinhλξdξ

du = 3ξ2dξ v =
coshλξ

λ


= − ξ3 coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

3ξ2 coshλξ

λ
dξ =

 u = ξ2, dv = coshλξdξ

du = 2ξdξ v =
sinhλξ

λ
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= − ξ3 coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
3ξ2 sinhλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

− 3

λ

∫ T

0

2ξ sinhλξ

λ
dξ = − ξ3 coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
3ξ2 sinhλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

− 6ξ coshλξ

λ3

∣∣∣∣T
0

+
6 sinhλξ

λ4

∣∣∣∣T
0

= −T 3 coshλT

λ
+

3T 2 sinhλT

λ2
− 6T coshλT

λ3
+

6 sinhλT

λ4
, (2.20)

∫ T

0

ξ3 sin(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ3, dv = sinλξdξ

du = 3ξ2dξ v = −cosλξ

λ


=

ξ3 cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

3ξ2 cosλξ

λ
dξ

=
ξ3 cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− 3

λ

(
ξ2 sinλξ

λ
+

2ξ cosλξ

λ2
− 2 sinλξ

λ3

)∣∣∣∣T
0

=
T 3 cosλT

λ
− 3T 2 sinλT

λ2
− 6T cosλT

λ3
+

6 sinλT

λ4
, (2.21)

∫ T

0

ξ3 cosh(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ3, dv = coshλξdξ

du = 3ξ2dξ v =
sinhλξ

λ


=

ξ3 sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

3ξ2 sinhλξ

λ
dξ

=
ξ3 sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
3

λ

(
−ξ2 coshλξ

λ
+

2ξ sinhλξ

λ2
− 2 coshλξ

λ3

)∣∣∣∣T
0

=
T 3 sinhλT

λ
− 3T 2 coshλT

λ2
+

6T sinhλT

λ3
− 6 coshλT

λ4
+

6

λ4
, (2.22)

∫ T

0

ξ3 cos(λ(−ξ)) dξ =

 u = ξ3, dv = cosλξdξ

du = 3ξ2dξ v =
sinλξ

λ


=

ξ3 sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

3ξ2 sinλξ

λ
dξ

=
ξ3 sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
3

λ

(
ξ2 cosλξ

λ
− 2ξ sinλξ

λ2
− 2 cosλξ

λ3

)∣∣∣∣T
0

=
T 3 sinλT

λ
+

3T 2 cosλT

λ2
− 6T sinλT

λ3
− 6 cosλT

λ4
+

6

λ4
. (2.23)
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Перейдемо до пiдрахування основних iнтегралiв:

W4(λ) =

∫ T

0

1

λ3
s4(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

i

2

√
2

π
ξ3(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

=
i

2

√
2

π

∫ T

0

ξ3(sinh(λ(−ξ))− sin(λ(−ξ))) dξ

=
i

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ3 sinh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

ξ3 sin(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ4

√
2

π
(−T 3λ3 coshλT + 3T 2λ2 sinhλT − 6Tλ coshλT

+ 6 sinhλT − T 3λ3 cosλT + 3T 2λ2 sinλT + 6Tλ cosλT − 6 sinλT ),

W3(λ) =

∫ T

0

1

λ2
s3(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ

2

√
2

π
ξ3(cosh(λ(−ξ))− cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ3 cosh(λ(−ξ)) dξ −
∫ T

0

ξ3 cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ3

√
2

π
(T 3λ3 sinhλT − 3T 2λ2 coshλT + 6Tλ sinhλT

− 6 coshλT − T 3λ3 sinλT − 3T 2λ2 cosλT + 6Tλ sinλT + 6 cosλT ),

W2(λ) =

∫ T

0

1

λ
s2(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ

=

∫ T

0

iλ2

2

√
2

π
ξ3(sinh(λ(−ξ)) + sin(λ(−ξ))) dξ

=
iλ2

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ3 sinh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

ξ3 sin(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ2

√
2

π
(−T 3λ3 coshλT + 3T 2λ2 sinhλT − 6Tλ coshλT

+ 6 sinhλT + T 3λ3 cosλT − 3T 2λ2 sinλT − 6Tλ cosλT + 6 sinλT ,

W1(λ) =

∫ T

0

s1(λ(−ξ))f(λ, ξ) dξ
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=

∫ T

0

iλ3

2

√
2

π
ξ3(cosh(λ(−ξ)) + cos(λ(−ξ))) dξ

=
iλ3

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ3 cosh(λ(−ξ)) dξ +

∫ T

0

ξ3 cos(λ(−ξ)) dξ

)
=

i

2λ

√
2

π
(T 3λ3 sinhλT − 3T 2λ2 coshλT + 6Tλ sinhλT − 6 coshλT

+ T 3λ3 sinλT + 3T 2λ2 cosλT − 6Tλ sinλT − 6 cosλT + 12).

Отже, при u0 = ξ2, u2 = 0

W4(λ) =
i

2λ4

√
2

π
(−T 3λ3 coshλT + 3T 2λ2 sinhλT − 6Tλ coshλT

+ 6 sinhλT − T 3λ3 cosλT + 3T 2λ2 sinλT + 6Tλ cosλT − 6 sinλT ),

W3(λ) =
i

2λ3

√
2

π
(T 3λ3 sinhλT − 3T 2λ2 coshλT + 6Tλ sinhλT − 6 coshλT

− T 3λ3 sinλT − 3T 2λ2 cosλT + 6Tλ sinλT + 6 cosλT ),

W2(λ) =
i

2λ2

√
2

π
(−T 3λ3 coshλT + 3T 2λ2 sinhλT − 6Tλ coshλT

+ 6 sinhλT + T 3λ3 cosλT − 3T 2λ2 sinλT − 6Tλ cosλT + 6 sinλT ),

W1(λ) =
i

2λ

√
2

π
(T 3λ3 sinhλT − 3T 2λ2 coshλT + 6Tλ sinhλT − 6 coshλT

+ T 3λ3 sinλT + 3T 2λ2 cosλT − 6Tλ sinλT − 6 cosλT + 12).



Висновки

Було отримано аналоги функцiй sin та cos для диференцiального рiв-

няння IV порядку, дослiджено їх властивостi.

Окрiм цього, було розглянуто крайову задачу з параметрами, зве-

дено її до системи iнтегральних рiвнянь та одержано необхiднi умови

розв’язностi цiєї системи.

Також розглянуто низку прикладiв, що iлюструють одержанi резуль-

тати.

42



Список використаних джерел

[1] Л.В. Фардигола. Курс звичайних диференцiальних рiвнянь. Навчаль-

ний посiбник — Київ: Наукова думка, 2022. — 312 с.

[2] V.A. Zolotarev. Inverse spectral problem for a third-order differential

operator with non-local potential. Journal of Differential Equations 303

(2021) 456–481

43


	Анотації
	Вступ
	Дослідження властивостей аналогів функцій sin та cos для диференціального рівняння IV порядку
	Дослідження неоднорідного диференцiального рiвняння IV порядку
	Висновки
	Список використаних джерел

